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Résumé
Sur une variété riemannienne complète de dimension n  3, on étudie le problème de la
courbure scalaire prescrite, spécialement dans la cas nul. Sous certaines hypothèses, on montre,
lorsque la courbure scalaire est nulle, l’existence de ε > 0, tel que tout f ∈ C∞, vérifiant |f | <
ε inf[1, r−(2+λ)], est la courbure scalaire d’une métrique complète conforme ; ici λ > 0 et r est la
distance à un point fixe.
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Abstract
On a complete Riemannian manifold of dimension n 3, we study the prescribed scalar curvature
problem, especially in the null case. Under some hypotheses, we show, when the scalar curvature is
zero, the existence of ε > 0 such that any f ∈ C∞ satisfying |f | < ε inf[1, r−(2+λ)], is the scalar
curvature of a complete conformal metric; here λ > 0 and r denotes the distance to a fixed point.
 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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Introduction
Soit (V ,g) une variété riemannienneC∞ complète de dimension n3. Ce qu’on entend
habituellement par problème de la courbure scalaire prescrite est le problème suivant :
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Etant donnée f˜ une fonction C∞ sur Vn, existe-t-il une métrique conforme g˜, qu’on
écrira sous la forme g˜ = ϕ4/(n−2)g (ϕ > 0, ϕ ∈ C∞), telle que la courbure scalaire Rg˜ de
g˜ soit égale à f˜ ?
Le problème revient à résoudre l’équation :
ϕ+Rϕ = f ϕ(n+2)/(n−2), ϕ ∈C∞, ϕ > 0, (1)
où
=−gij∇ij , R = n− 24(n− 1)Rg et f =
n− 2
4(n− 1) f˜ .
Sur les variétés riemanniennes compactes ce problème de la courbure scalaire prescrite
a été beaucoup étudié, et on peut penser qu’avec les méthodes habituelles il n’est plus
possible de trouver des résultats nouveaux. Le premier auteur avec Bahri [3,4] ont
récemment établi des résultats d’un autre type, mais on utilise la topologie algébrique.
C’est pourquoi maintenant les recherches concernant ce problème se portent sur les variétés
complètes, non compactes. Bien que de nombreux résultats aient été déjà démontrés il reste
beaucoup à faire.
Lorsque la variété est compacte le problème se scinde en trois cas qui s’excluent (positif,
nul, négatif). Comme le problème de Yamabe est démontré, à chacun de ces cas, correspond
au moins une métrique conforme à courbure scalaire constante (+1,0,−1 suivant les cas).
Lorsque la variété complète est non compacte, on peut aussi distinguer trois cas qui
s’excluent :
Sur H1 définissons la fonctionnelle :
I (ϕ)= ‖ϕ‖−22
[∫
V
|∇ϕ|2 dv+
∫
V
Rϕ2 dv
]
;
posons λ= inf
ϕ∈H1
I (ϕ). (2)
Nous définissons les trois cas suivant que λ est positif, nul ou négatif.
Pour fixer les idées, nous allons faire quelques hypothèses sur la métrique g et donc
sur R. Ces hypothèses ne sont pas nécessaires et peuvent être affaiblies.
(a) Sur V˜ = V − CutP, on considère un système de coordonnées géodésiques
correspondant à la carte exponentielle (V˜ , exp−1P ). Les géodésiques issues d’un point fixé
P ∈ V sont paramétrées par θ ∈ Sn−1(1). Notons Ω ⊂ Sn−1(1) l’ensemble des θ pour
lesquels la géodésique passe par un point du cut-locus et W = Sn−1(1)−Ω qui n’est pas
vide. On pose r = d(P,Q). (Nous supposons que, pour tout θ ∈W , R(θ, r) tend vers h(θ)
une fonction C∞ sur W lorsque r→∞. Ceci entraine notamment que R est bornée.)
(b) D’autre part, dans tout l’article les variétés complètes sont supposées admettre un
rayon d’injectivité δ˜ positif et avoir une courbure de Ricci bornée inférieurement (si non
le contexte est très différent). Ces hypothèses entrainent que le théorème d’inclusion de
Sobolev est valable pour (V ,g). D’après l’étude faite par Aubin [2] des espaces de Sobolev
sur les variétés riemanniennes, pour établir le théorème d’inclusion, il faut pouvoir minorer
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indépendamment de Q ∈ V, le volume des boules BQ(r) pour r fixé petit. Pour cela
Aubin [2] avait supposé que la courbure était bornée supérieurement. Cette hypothèse n’est
pas nécessaire, puisque d’après Croke [10], l’existence de δ˜ > 0 entraine la minoration du
volume des boules BQ(r).
(c) Enfin nous supposerons qu’il existe b > a > 0 tel que sur V˜ ,
b2Eij  gij  a2Eij ,
E étant la métrique euclidienne. Cette hypothèse entraine l’existence d’une fonction de
Green G(P,Q) du laplacien f , la variété est non parabolique, Dodziuk [11], Chavel and
Feldman [9]. G(P,Q) a les propriétés suivantes :
Q distr.G(P,Q)= δP , lim
Q→∞G(P,Q)= 0,
G(P,Q) ∈C∞(V × V − diag), ∃C tel que G(P,Q) C[d(P,Q)]n−2 , (3)
la constante C dépend de l’inf de la courbure de Ricci.
1. Le cas négatif
Avec les résultats d’Aviles and McOwen [6] si R  −ε < 0 à l’infini, il existe une
métrique conforme complète à courbure scalaire égale à −1.
En utilisant des travaux de Bismuth [7], on peut dire que la majeure partie de ce cas
est résolue. Rappelons que lorsque la fonction f , candidate pour être la courbure scalaire
d’une métrique dans la classe conforme, prend des valeurs non négatives, le problème peut
admettre une solution seulement si une condition nécessaire est vérifiée. En conséquence,
toute fonction f n’est pas courbure scalaire. Le même phénomène a lieu sur les variétés
compactes (Aubin et Bismuth [5]).
Dans le cas des variétés complètes, même la fonction constante f ≡−1 peut ne pas être
la courbure scalaire d’une métrique conforme (Jin [14]).
2. Le cas nul
Suivant un résultat de Cantor and Brill [8], lorsque la variété est asymptotiquement
euclidienne (g ∈ Rps,δ, avec s assez grand), il existe une métrique conforme complète à
courbure scalaire nulle.
Il s’agit de résoudre l’équation :
ϕ +Rϕ = 0, ϕ > 0, ϕ4/(n−2)g complète. (4)
Plusieurs auteurs ont mis en évidence des hypothèses qui assurent l’existence d’une
métrique complète à courbure scalaire nulle, voir par exemple Holcman [13].
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3. Sur un théorème de Nirenberg and Walker [16]
Le Théorème 2.1 de [16], incontournable lorsqu’on veut utiliser les espaces de Sobolev
à poids, a été démontré pour un opérateur elliptique homogène à coefficients constants
sur Rn. Ce théorème se généralise aux variétés riemanniennes complètes lorsqu’il existe
une fonction de Green (minimale) du laplacien  ayant les propriétés (3) rappelées dans
l’introduction en c).
Les notations utilisées sont celles de Aubin [1] et de Nirenberg and Walker [16]. Nous
allons, pour simplifier l’écriture, donner la démonstration dans le cas où nous utiliserons
le théorème.
Les espaces de Sobolev sur (V ,g) sont notés Hpm (H 22 =H2) ; p, p′ et q sont trois reels
positifs vérifiant :
1
p
+ 1
p′
= 1 et − n
p
< q <
n
p′
− 2 ; (5)
P, Q et M étant trois points de V, on prend P comme centre et on pose :
r = d(P,Q), ρ = d(P,M) et δ = d(Q,M).
Mais pour simplifier l’écriture nous gardons la notation r pour r = [1 + d2(P,Q)]1/2
lorsque cela est nécessaire.
Théorème 1. Si pour un réel ν > 0 la courbure de Ricci est supérieure à −ν/r2, il existe
une constante C0 telle que toute fonction u ∈H2,q vérifie l’inégalité :
∥∥rqu∥∥2 + ∥∥rq+1|∇u|∥∥2 + ∥∥rq+2∣∣∇2u∣∣∥∥2  C0∥∥rq+2u∥∥2. (6)
La norme de l’espace H2,q est le premier membre de (6).
Démonstration. Nous avons
u(Q)=
∫
V
G(M,Q)u(M)dV (M),
∣∣rqu(Q)∣∣ C ∫
V
rqδ2−nρ−(2+q)
∣∣ρ2+qu(M)∣∣dV (M). (7)
Soient x et y deux points distincts de Rn. On définit :
K(x,y)= r˜
q
δ˜n−2ρ˜q+2
, ici r˜ = ‖x‖, ρ˜ = ‖y‖ et δ˜ = ‖x − y‖.
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D’après le Lemme 2.1 de [16], lorsque −n/p < q < n/p′ − 2 l’opérateur
Lp
(
R
n
)  f →K(f ) défini par K(f )(x)= ∫
Rn
K(x, y)f (y)dy
est un opérateur borné de Lp(Rn) dans lui-même : il existe k˜ ∈R tel que tout f ∈Lp(Rn)
vérifie :
∥∥K(f )∥∥
Lp(Rn)
 k˜‖f ‖Lp(Rn). (8)
Comme g et la métrique euclidienne E sont supposées équivalentes (en particulier
aδ˜  δ  bδ˜ avec x = exp−1P Q, y = exp−1P M et an−1 
√|g|  bn−1), (7) et (8)
entrainent :
∥∥rqu∥∥
p
 C˜0
∥∥rq+2u∥∥
p
, (9)
C˜0 étant une constante indépendante de u. Nous avons donc établi le lemme :
Lemme 1. Il existe une constante C˜0 telle que toute fonction u ∈Hp2,q vérifie l’inégalité (9).
Les Propositions 1 et 2 achèvent la démonstration du Théorème 1. ✷
Soit Bk une boule de rayon 3k/2 avec k = 2j (j ∈ N), centrée en un point Q tel que
d(P,Q)= 3k. On note Ω la boule de centre Q et de rayon 2k. On considère une fonction
γk ∈C∞ égale à 1 sur Bk, à zero hors de Ω vérifiant les propriétés suivantes :
0 γk  1, |∇γk|< 4/k.
On pose ξ = γk et f =u.
Proposition 1. Pour tout ε > 0, il existe une constante C1(ε) telle que toute fonction
u ∈H2,q vérifie l’inégalité :
∥∥rq+1|∇u|∥∥2  ε∥∥rq+2u∥∥2 +C1(ε)∥∥rqu∥∥2. (10)
Démonstration. Par une intégration par parties nous obtenons :
∫
Ω
ξ2uf dx =
∫
Ω
∇iu∇i
(
ξ2u
)
dx = 2
∫
Ω
uξ∇iu∇i ξ dx +
∫
Ω
ξ2∇iu∇iudx.
D’où :
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∫
Ω
ξ2∇iu∇iudx  8
k
∥∥ξ |∇u|∥∥2
(∫
Ω
u2 dx
)1/2
+ ‖ξu‖2‖ξf ‖2
 1
2
∥∥ξ |∇u|∥∥22 + 32k2
∫
Ω
u2 dx + ε
2k2
2
‖ξf ‖22 +
1
2ε2k2
‖ξu‖22.
On obtient, après multiplication par k2(1+q),
k2(q+1)
∫
Bk
|∇u|2 dx  ε2k2(q+2)
∫
Ω
ξ2|u|2 dx + (64+ ε−2)k2q ∫
Ω
u2 dx.
Ainsi il existe deux constantes β et C2(ε) qui ne dépendent pas de k, telles que∫
Bk
(
rq+1|∇u|)2 dx  β2ε2 ∫
Ω
(
rq+2|u|)2 dx +C2(ε)∫
Ω
(
rqu
)2 dx.
L’anneau 2k  r  4k peut être recouvert par m boules Bk(Qi) (1 i m), m indépen-
dant de k. On écrit l’inégalité précédente pour ces boules 1  i m et k = 2j (j ∈ N) et
on fait la somme de toutes ces inégalités avec celle bien connue sur une boule Bσ de centre
P et de rayon σ > 4 :∫
Bσ
(
rq+1∇u)2 dx  ε2 ∫
B2σ
∣∣rq+1u∣∣2 dx +C3(ε) ∫
B2σ
∣∣rqu∣∣2 dx.
Ainsi est établie la Proposition 1, en changeant la valeur de ε, car en tout point de la variété
V seulement m˜ fonctions γk considérées sont non nulles, m˜ indépendant de k. ✷
Proposition 2. Si la courbure de Ricci vérifie pour un certain réel ν > 0 Ricci
(Q)−ν/r2, il existe deux constantes C˜ et C˜0 telles que toute fonction u ∈H2,q satisfait
l’inégalité : ∥∥rq+2∣∣∇2u∣∣∥∥2  C˜∥∥rq+2u∥∥2 + C˜0∥∥rq+1|∇u|∥∥2. (11)
Démonstration.
∇i∇j∇ju=Rjijk∇ku+∇j∇i∇j u=−Rik∇ku+∇j∇i∇ju.
Multiplions cette égalité par ξ2∇iu, nous obtenons après intégration par parties :∫
Ω
ξ2∇iu∇if dx =
∫
Ω
ξ2Rik∇ku∇iudx +
∫
Ω
ξ2∇ij u∇ij udx
+ 2
∫
Ω
ξ∇j ξ∇iu∇j∇iudx,
T. Aubin, A. Cotsiolis / J. Math. Pures Appl. 81 (2002) 999–1009 1005
d’où ∫
Ω
ξ2
∣∣∇2u∣∣2 dx  ∫
Ω
ξ2f 2 dx + 2
∫
Ω
ξ |f ||∇ξ ||∇u|dx + ν
∫
Ω
ξ2|∇u|2 dx
r2
+ 2
∫
Ω
ξ |∇ξ ||∇u|∣∣∇2u∣∣dx.
∫
Ω
ξ2
∣∣∇2u∣∣2 dx  2∫
Ω
ξ2f 2 dx +
∫
Ω
(
18
k2
+ ν
r2
)
|∇u|2 dx + 1
2
∫
Ω
ξ2
∣∣∇2u∣∣2 dx.
On multiplie cette inégalité par k2(q+2) et on utilise le fait que sur Ω k  r  5k. Il vient ;∫
Bk
(
rq+2
∣∣∇2u∣∣)2 dx  C ∫
Ω
ξ2
∣∣rq+2u∣∣2 dx + C0 ∫
Ω
(
rq+1|∇u|)2 dx,
où des constantes C et C0 soient indépendantes de k et de Qi. On termine comme pour la
Proposition 1. ✷
4. Problème de la courbure scalaire prescrite dans le cas nul
Nous supposons que la variété C∞ complète (V ,g) a les propriétés mentionnées dès le
début, en particulier :
– dans une carte exponentielle en P, la métrique est équivalente à la métrique
euclidienne,
– la variété admet un rayon d’injectivité positif,
– la courbure de Ricci vérifie pour un reel ν > 0
Ricci(Q)−ν/r2 où r = d(P,Q).
Théorème 2. Soit λ ∈ (0,1). Dans le cas où la courbure scalaire de (V ,g) est identique-
ment nulle, il existe ε > 0 tel que toute fonction f ∈ Cα, vérifiant
|f | < ε inf[1, r−(2+λ)], est la courbure scalaire d’une métrique complète conforme qui
est C2,α (0 < α < 1). La métrique est C∞ si f ∈ C∞.
Démonstration. Nous avons à résoudre l’équation (1), avec R ≡ 0 :
φ = f φ(n+2)/(n−2), φ ∈C∞, φ > 0. (12)
Comme nous voulons que la métrique conforme g˜ soit complète, il sera commode de
trouver une solution φ restant à distance de zéro. Nous allons utiliser le théorème des
fonctions inverses. La différentielle en φ ≡ 1, f ≡ 0, de l’application
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φ→φ − f φ(n+2)/(n−2) est B1  u→u ∈B2.
Il faut préciser des espaces de Banach B1 et B2 pour lesquels le laplacien est une bijection.
Compte tenu du Théorème 1, il est naturel de considérer l’application continue :
H2,q  u→u ∈L2,q+2. ✷ (13)
Proposition 3. L’application (13) est un isomorphisme. Les hypothèses faites sur la variété
sont celles rappelées pour le Théorème 2 au début de la Section 4, et q vérifie :
−n
2
< q <
n
2
− 2.
Le lecteur pourra se reporter à McOwen [15] pour la démonstration. Pour l’injectivité
il faut montrer que u ≡ 0 est la seule fonction de H2,q qui vérifie u = 0. Par définition
H2,q est le complété de D(V ) pour la norme H2,q (premier membre de (6)).
Soit {uj } ⊂ D(V ) une suite qui converge vers u dans H2,q , satisfaisant u = 0, alors
pour tout ψ ∈D(V ),
〈ψ,uj 〉 = 〈Gψ,uj 〉 = 〈Gψ,uj 〉.
On sait que, puisque ψ est à support compact :
∫
V
∣∣rq+2uj(Q)∣∣2 dV → 0 quand j →∞ et |Gψ| Cte
rn−2
.
Pour que 〈ψ,uj 〉→ 0 pour tout ψ, il suffit que la fonction 1/rn+q appartienne à L2. Pour
cela il est nécessaire et suffisant que q >−n/2.
Remarquons que les fonctions constantes appartiennent à L2,q lorsque q <−n/2.
Quant à la surjectivité elle est due à q < (n/2)−2. En effet il faut pouvoir prouver que :
u=Gf ∈H2,q lorsque f ∈ L2,q+2.
C’est l’objet du Théorème 1, déjà d’après l’inégalité (9) (dans la démonstration changer
u en f ) :
∥∥rqu∥∥2  C˜0∥∥rq+2f ∥∥2.
Lemme 2. Si f satisfait l’inégalité
|f | C/r2+λ,
alors f ∈ Lp,q+2, lorsque q <−(n/p)+ λ, et la solution u˜ (u˜= f ) obtenue plus haut
vérifie |u˜| (CK)/rλ, K une constante ne dépendant que de la variété.
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Démonstration. Nous avons∫
V−Bp(1)
∣∣rq+2f ∣∣p dV  C2 ∫
V−Bp(1)
rp(q−λ) dV <∞
puisque p(q − λ) <−n. Donc f ∈ Lp,q+2.
Remarque. L’hypothèse du lemme est naturelle car la fonction f = 1/r2 n’appartient à
aucun Lp,q+2 avec q > −(n/p). La Proposition 3 est applicable. Il existe u˜ ∈ H2,q qui
satisfait u˜= f.
D’après notre hypothèse sur f,
∣∣u˜(Q)∣∣= ∣∣∣∣
∫
G(Q,M)f (M)dV (M)
∣∣∣∣ k˜C
∫ 1
δn−2
1
ρ2+λ
dV (M) kC
rλ
.
Ceci d’après un résultat de Giraud [12] :
1
δn−α
∗ 1
ρn−β
 Cte
rn−α−β
lorsque α+ β < n.
Ainsi si |f | C inf(1, r−(2+λ)), rλu˜ est bornée, en particulier u˜ est bornée. ✷
Fin de la démonstration du Théorème 2. Montrons qu’il en est de même pour la solution
u= φ− 1 de (12), donnée par le théorème des fonctions inverses. Il existe ε˜ > 0, tel que si
∫
V
|f |2r2q dV < ε˜,
alors il existe u ∈H2,q vérifiant :
u= f (1+ u)(n+2)/(n−2).
Il reste à montrer que la solution φ = 1 + u que nous avons trouvée convient, qu’elle est
strictement positive et bornée. La métrique
g˜ = (1+ u)4/(n−2)g
sera alors solution du problème.
Pour cela nous allons reprendre la démonstration du théorème des fonctions inverses.
Posons :
φ = 1+ u et u=Gv (v =u).
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Nous partons de v0 = f qui vérifie |f | < ε/r2+λ. Rappelons que r(Q) = [1 +
d2(P,Q)]1/2 (ici cela est nécessaire). Considérons l’opérateur :
< :v→ f + v − v(1 +Gv)−(n+2)/(n−2)
et la suite définie par récurrence pour k ∈N :
vk = f + vk−1 − vk−1(1+Gvk−1)−(n+2)/(n−2).
Nous avons vu que u0 = Gv0 vérifie |u0| < εK/rλ. En conséquence nous supposons a
priori que les termes de la suite vérifient |vk| µ/rλ+2 de sorte que pour un η > 0 petit,
|uk|<µK/rλ entraine 0< 1− η (1+ uk)−(n+2)/(n−2)  1+ η.
Nous avons |v1 − f | η|f | et comme
vk+1 − vk = vk − vk−1 − vk(1+Gvk)−(n+2)/(n−2)
+ vk−1(1+Gvk−1)−(n+2)/(n−2),
|vk+1 − vk | η|vk − vk−1|
+ |vk−1|
∣∣(1+Gvk)−(n+2)/(n−2) − (1+Gvk−1)−(n+2)/(n−2)∣∣.
Mais
∣∣(1+Gvk)−(n+2)/(n−2)− (1+Gvk−1)−(n+2)/(n−2)∣∣
 n+ 2
n− 2 |vk − vk−1|(1+ η)
2,
d’où on peut choisir µ de sorte que
|vk+1 − vk| γµ|vk − vk−1| 12 |vk − vk−1|,
γ est une constante et η est proportionnel à µ. Ceci entraine
|vk+1 − f | 2|v1 − f | 2η|f |
et nous trouvons pour tout k, |vk| 3ε/rλ+2.
En prenant ε < µ/3 la récurrence est établie. En conséquence vk → w solution de
l’équation
w = f (1+Gw)(n+2)/(n−2),
de plus w vérifie |w| µ/rλ+2.
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Ainsi nous avons démontré l’existence d’une fonction φ = 1+Gw strictement positive
et bornée qui vérifie
|φ − 1|Kε/rλ
pour une constante K qui ne dépend que de la variété et φ est solution de l’équation
φ = fφ(n+2)/(n−2).
Cette solution, strictement positive, est unique et φ ∈ C2,α (0 < α < 1).
Si f ∈ C∞, φ ∈ C∞.
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